Poliedrilandia by Gallopin, Paola




Da diversi anni “La matematica dei ragazzi: scambi di esperienze tra coetanei” è
parte significativa della mia attività didattica presso il Liceo Scientifico “G. Gali-
lei” di Trieste in cui insegno: sebbene tale manifestazione si svolga ogni due anni,
l’attività svolta all’interno del Nucleo di Ricerca Didattica del Dipartimento di
Matematica e Informatica dell’Università di Trieste1 mi permette di riflettere in
maniera significativa sulla metodologia adottata nei vari contesti che l’essere
insegnante di matematica mi offre (cfr. Gallopin, 2003, 2004, 2007a e 2007b).
In questo contributo vorrei inizialmente soffermarmi sulle caratteristiche
metodologiche che la costruzione di un laboratorio di matematica comporta. 
La trasformazione dell’aula in laboratorio si dimostra essere un buon
ambiente per il cooperative learning (cfr. Comoglio & Cardoso, 1996): nel parlare
con gli altri, e in particolare con i propri pari, si rompe il “contratto didattico”
con l’insegnante e l’allievo si sente maggiormente libero di sperimentare e di
esporre i propri punti di vista. 
La realizzazione di un laboratorio di matematica non comporta necessaria-
mente di disporre di strumenti particolari o di spazi attrezzati: è la configura-
zione dell’ambiente stesso che modifica le dinamiche di apprendimento. Con il
modificare la disposizione dei banchi per favorire il lavoro di gruppo, il ragiona-
re assieme con carta e penna o con materiali da manipolare discutendo fra com-
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pagni, lo spostare il centro dell’attenzione, comunemente identificato con l’in-
segnante e la lavagna, verso il proprio gruppo di lavoro, si crea un ambiente edu-
cativo sereno e ricco di stimoli positivi.
Il ruolo dell’insegnante in un contesto di questo tipo può essere senz’altro
quello di proporre itinerari di ricerca identificando quelle attività, anche diverse
per gruppi di studenti, che siano alla loro portata e gratificanti, ma che, al con-
tempo, li stimolino a cimentarsi in compiti più complessi, che richiedono crea-
tività, elaborazioni e sintesi personali.
È altresì importante che gli studenti abbiano ben chiari gli scopi per i quali
sono chiamati a lavorare assieme e li condividano: la motivazione sta senza dub-
bio alla base di una buona riuscita del laboratorio e, poiché quest’ultima dipen-
de dal contributo di tutti, ciascuno studente è guidato a regolamentare il pro-
prio processo di apprendimento e la propria attività per raggiungere gli
obiettivi prefissati. Egli si sente responsabilizzato, capisce l’importanza dei ruoli
all’interno del lavoro di gruppo, in quanto essi sono finalizzati alla costruzione
di un prodotto, costruzione alla quale tutti concorrono. Nell’attività di ricerca
sviluppata per la costruzione del laboratorio, gli studenti, finalmente privi di
pacchetti “preconfezionati” che solitamente, anche per questioni di tempo, ven-
gono loro proposti, mettono in gioco la loro capacità di affrontare problemi e di
risolverli, siano tali problemi di natura matematica o meno. Ciò che essi senz’al-
tro avvertono è che il baricentro si è spostato dall’insegnamento all’apprendi-
mento e che è necessaria una spinta operativa più decisa. 
Le attività di laboratorio mettono pertanto gli studenti nelle condizioni di
apprendere dall’esperienza e di trasformare l’esperienza in sapere e quest’ulti-
mo in saper fare. Le competenze di ciascuno si devono integrare, non c’è spazio
per la competizione, ciascuno studente è chiamato a esplicare non solo le pro-
prie potenzialità per quel che concerne la matematica, ma anche la propria capa-
cità di lavorare in gruppo e quella di mediazione, la propria creatività, le proprie
capacità decisionali. 
L’attività di laboratorio che ho proposto alla Classe II A2, per questa edizione
di “La matematica dei ragazzi”, riguarda la geometria solida. 
Ho deciso di proporre un tema di geometria solida perché essa viene poco
studiata al liceo scientifico. Al biennio si studia la geometria piana e, al massi-
mo, si presenta qualche problema di geometria solida risolubile per via algebri-
ca; al triennio poi, dopo lo studio della trigonometria, vengono proposti proble-
mi di geometria solida nei quali gli studenti devono spesso far ricorso alle
nozioni acquisite alla scuola media inferiore, che riguardano, però, soprattutto
calcolo di superfici e di volumi. L’attività che stavo proponendo e che ci avrebbe
impegnato per diversi mesi mi sembrava un’ottima occasione per studiare alcu-
ni elementi di geometria solida, riprendere i concetti di rette, piani, perpendico-
larità e parallelismo nello spazio, studiare i diedri, la perpendicolarità fra piani,
gli angoloidi, rivedere i poliedri e i corpi rotondi studiati alle scuole medie infe-
riori e concludere con l’equivalenza e il principio di Cavalieri. Il nostro laborato-
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rio avrebbe avuto poi come oggetto di studio i poliedri e in particolare, nella mia
idea iniziale, i poliedri regolari, le loro proprietà e la formula di Eulero, che
risulta essere valida, in particolare, per i solidi platonici. Trovavo interessante
mettere in risalto la varietà di direzioni e di approfondimenti interdisciplinari
che lo studio dei poliedri offre, ad esempio con lo studio del pensiero filosofico,
delle proprietà fisiche dei materiali (mineralogia, cristallografia) e dell’arte del
Rinascimento. 
Ma le cose non sono andate come mi aspettavo…
La preparazione del laboratorio
Le attività di preparazione del laboratorio hanno impegnato gli studenti  per
circa 35 ore, in orario extracurricolare, da inizio dicembre a metà aprile, con
incontri di due ore ciascuno. 
Come nelle esperienze precedenti, all’inizio dell’anno scolastico ho illustrato
ai ragazzi quale fosse il progetto in cui li stavo coinvolgendo, raccontando loro le
precedenti edizioni di ”La matematica dei ragazzi” e proponendo loro il tema
che avrei voluto sviluppare nel nostro laboratorio. Premessa allo studio sui
poliedri regolari era quello su alcuni elementi di geometria solida, che la classe
ha effettuato in maniera autonoma dal proprio libro di testo di geometria, che
presenta in maniera abbastanza semplice gli elementi di cui necessitavo. 
Successivamente, ho procurato ai ragazzi del materiale sui poliedri regolari e
sulla formula di Eulero3 e ho chiesto loro di procurarsene altri,  utilizzando
Internet o cercando in altri libri di matematica. Quando il materiale è stato rac-
colto e da me selezionato4, ho chiesto ai ragazzi di lavorare a gruppi per studiare
i contenuti e capire come avremmo potuto sviluppare il nostro laboratorio: ho
chiesto loro che prestassero particolare attenzione ai poliedri, alle loro proprietà
e alla formula di Eulero.
I ragazzi si sono autonomamente divisi in gruppi di quattro o cinque persone
e si sono distribuiti il materiale da studiare. I gruppi sono stati creati più per affi-
nità affettive che per reali strategie di collaborazione proficua e la scelta del mate-
riale da analizzare è ricaduta, per la maggior parte, su quello che essi stessi aveva-
no reperito; a questo punto, ho assegnato il materiale in modo che non ci fossero
più gruppi ad analizzare lo stesso testo. Fin da subito, i ragazzi che lavoravano
sulla formula di Eulero hanno trovato difficoltà: avevo fornito loro una dimostra-
zione topologica e avevo chiesto di indagare sul campo di validità della stessa.
Dopo un paio di incontri di studio, ciascun gruppo ha relazionato su quanto
emerso dal materiale analizzato. Lo studio dei poliedri, in particolare di quelli
regolari, non ha presentato alcuna difficoltà, c’erano già delle buone idee su
quali attività di laboratorio proporre ai visitatori dei diversi livelli scolari e i
ragazzi si erano praticamente già suddivisi i compiti: era necessario fornire
alcune nozioni di geometria solida, come quella di diedro e di angoloide, defini-
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re il poliedro, descrivere i poliedri regolari, dimostrare perché ne esistono solo
cinque e farlo capire con apposite attività manipolative, far costruire i cinque
poliedri regolari e mostrare gli aspetti interdisciplinari con la filosofia e le
scienze. Mi sembrava un buon inizio…
Lo studio della formula di Eulero5 ha fatto emergere invece molte perplessità:
“Quando funziona? Quando non funziona? Certamente per i poliedri regolari
funziona, ma funziona anche con questo solido che è concavo… Invece con que-
sto, che ha un buco, non funziona…” e, inoltre, la dimostrazione di carattere topo-
logico, proposta agli studenti (cfr. Courant & Robbins, 1971), ha suscitato molta
curiosità, ma anche delle perplessità, ed è stato necessario rivederla assieme. 
A questo punto della progettazione del laboratorio ho notato – e la cosa era
piuttosto evidente – che l’interesse si era spostato totalmente verso la formula
di Eulero, il suo campo di validità e la definizione di poliedro, mentre gli aspetti
interdisciplinari che si sarebbero potuti sviluppare attorno ai solidi platonici
erano caduti in secondo piano. È stato quindi necessario fornire ulteriore mate-
riale sulla formula di Eulero. 
I ragazzi hanno costruito, con del cartoncino, dei solidi convessi, dei solidi
concavi, dei solidi con uno e più buchi per studiare la validità della formula di
Eulero, e hanno anche analizzato altri solidi dai testi consultati, riuscendo così a
individuare quali caratteristiche devono avere i solidi perché per essi valga la
relazione di Eulero e come la stessa potesse venir generalizzata nel caso fossimo
in presenza di buchi (cosa che si è deciso di non presentare, poi, nelle giornate
della manifestazione). Essi, poi, hanno cercato di proporre una definizione di
poliedro che fosse soddisfacente, e ciò ha portato anche a una naturale riflessio-
ne sulla definizione di poligono (la definizione studiata l’anno precedente era
buona in quanto avevano considerato poligoni topologicamente equivalenti a
un cerchio). Infine, lo sforzo fatto per comprendere la dimostrazione della for-
mula di Eulero attraverso la “triangolarizzazione” di seguito descritta, ha fatto sì
che la classe volesse proporla durante la manifestazione, anche se solo a visitato-
ri delle scuole superiori. Mentre l’attività da presentare per studiare i solidi in
cui vale o non vale la formula di Eulero si è sviluppata naturalmente ripercor-
rendo i passi fatti dai ragazzi stessi, trovare il modo in cui proporre la dimostra-
zione della formula di Eulero non è stata cosa banale. Le idee erano diverse, ma
non soddisfacenti, e, quindi, dopo diverse proposte fatte dagli alunni e discus-
sioni, anche all’interno del NRD, abbiamo optato per l’utilizzo della lavagna
luminosa sulla quale sarebbe stato proiettato un cubo da triangolare.
A questo punto, ho acquistato il materiale che ci sarebbe servito e i ragazzi
hanno iniziato a costruire fisicamente il laboratorio: cartelloni esplicativi,
modellini tridimensionali, sviluppi piani dei poliedri regolari e schede di lavo-
ro, pensando a tre diversi percorsi da presentare ai visitatori delle scuole ele-
mentari, medie inferiori e medie superiori.
Il Dipartimento di Matematica e Informatica dell’Università di Trieste ci ha
prestato poi diversi pezzi di “Zome”6, un gioco scientifico contenente forme
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geometriche che, opportunamente incastrate, permettono di costruire forme
bi-tridimensionali e che noi abbiamo utilizzato per realizzare ulteriori rappre-
sentazioni dei solidi platonici.
Inoltre, a gennaio, approfittando di una settimana di organizzazione diversa
dell’attività didattica a scuola, ho chiesto la collaborazione di due colleghi per
approfondire, in attività curricolari, almeno uno degli aspetti che mi ero proposta
di far studiare ai ragazzi in questo laboratorio: il collega Calogiuri ha parlato di
filosofia, ragionando con gli studenti sul dialogo Timeo di Platone e, in particolare,
sui passi XIX e XX; la collega Savino, responsabile del gruppo teatrale della scuola,
li ha aiutati a rappresentare scenicamente parte del testo dialogato fra professore e
studenti che, passo a passo, porta alla dimostrazione della formula di Eulero e che
si trova in Lakatos (1979) o in Angelini et al. (2007) (dove il testo originale è già
stato modificato conservandone le parti didatticamente più significative).
Il laboratorio
Il laboratorio si è articolato in tre postazioni:
P1 – Prima postazione 
In questa prima postazione veniva spiegato ai visitatori cosa si intende per
poliedro convesso e concavo, per poliedro regolare, per angolo diedro e per
angoloide, con l’aiuto di due cartelloni preparati allo scopo e di alcuni model-
lini tridimensionali di solidi, di un angolo diedro e di un angoloide.                                                         
P2 – Seconda postazione 
In questa postazione si ragionava dapprima sul fatto che i poliedri regolari
sono solo cinque (mentre i poligoni regolari sono infiniti). Un cartellone
mostrava che non si possono costruire più di cinque poliedri regolari riper-
correndo la dimostrazione del Corollario alla Proposizione 18 del Libro XIII
degli Elementi di Euclide: per gli studenti delle scuole elementari e medie si
trattava di verificarlo utilizzando delle schede guida e dei modellini piani di
triangoli equilateri, quadrati e pentagoni regolari, mentre per gli studenti
delle scuole superiori era prevista anche la dimostrazione delle Proposizioni
20 e 21 del Libro XI degli Elementi, che vengono applicate nella dimostrazione
del Corollario alla Proposizione 18, XIII (cfr.  Frajese & Maccioni, a cura di,
1970). Successivamente, venivano descritti i cinque poliedri regolari con
l’aiuto di un apposito cartellone7 e dei modelli tridimensionali costruiti sia
con il cartoncino che con “Zome”. I visitatori venivano poi coinvolti nella
costruzione dei solidi platonici, a partire dai loro sviluppi piani che erano già
stati predisposti per questa attività. 
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P3 – Terza postazione 
Dopo aver illustrato la formula di Eulero con l’aiuto di un apposito cartellone
e aver fatto notare come essa leghi fra loro elementi dimensionalmente
diversi (vertici, spigoli e facce), i presentatori invitavano i visitatori a un’atti-
vità di laboratorio, coadiuvata da apposite schede guida, allo scopo di indaga-
re sul campo di validità della relazione.
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Vi erano solidi per cui la formula di Eulero valeva e altri per cui essa non era
valida (con uno o più buchi): la scheda guida invitava a riflettere sulle carat-
teristiche dei solidi analizzati. Infine, agli studenti delle scuole medie supe-
riori veniva illustrata la dimostrazione della formula di Eulero con l’utilizzo
della lavagna luminosa e di un cubo costruito con “Zome”: esso veniva pro-
iettato su un pannello (per far comprendere che, se per il cubo vale V + F = 
S + 2, allora per la sua proiezione deve valere V + F = S + 1, e viceversa) e poi si
procedeva alla triangolazione, contando facce, spigoli e vertici per ogni eli-
minazione successiva dei triangoli.
I triangoli vengono eliminati in modo da togliere uno spigolo e una faccia,
per cui la formula da dimostrare si modifica in:
V + (F – 1)   =   (S – 1) + 1
Oppure, si può togliere un vertice, una faccia e due spigoli, passando alla for-
mula equivalente:
(V –  1) + (F –  1)   =   (S – 2) + 1
Alla fine del procedimento, per l’unico triangolo rimasto si constata che vale
la seguente condizione:
V + F   =   S + 1.
Procedendo ora a ritroso, si ottiene la tesi (cfr. Figura 2, dove per esemplifica-
re si parte da un cubo).
I percorsi proposti ai visitatori sono illustrati nella Tabella 1.
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Quanti sono i poliedri regolari
(senza dimostrazione)
I cinque solidi platonici
Utilizzo di poligoni colorati per
verificare che esistono solo cin-
que poliedri regolari (scheda di
lavoro)
Costruzione dei poliedri regolari
a partire dal loro sviluppo piano e
conteggio del numero di facce,
spigoli e vertici (scheda di lavoro)
La formula di Eulero (casi di vali-
dità)
Analisi di solidi per indagare sul
campo di validità della formula di






Quanti sono i poliedri regolari
(dimostrazione delle Propp. 20 
e 21, Libro XI, e Cor. alla Prop. 18,
Libro XIII, degli Elementi
di Euclide)
I cinque solidi platonici
Costruzione dei poliedri regolari
a partire dal loro sviluppo piano e
conteggio del numero di facce,
spigoli e vertici (scheda di lavoro)
La formula di Eulero (casi di vali-
dità e di non validità)
Dimostrazione della formula di
Eulero
Analisi di solidi per indagare sul
campo di validità della formula di
Eulero (schede di lavoro)
Tabella 1
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Osservazioni conclusive
Le osservazioni che seguono si basano sull’osservazione diretta da me fatta
durante la fase di preparazione del laboratorio e durante le giornate della mani-
festazione, sul questionario proposto a tutti gli studenti partecipanti all’edizio-
ne 2008 di “La matematica dei ragazzi”, su brevi elaborati prodotti su mia richie-
sta dagli alunni e su brevi articoli di giornale scritti su richiesta dell’insegnante
di lettere, Savino.
Vorrei far notare che ciò che emerge in ogni caso dalla voce degli studenti è
che l’esperienza è positiva, piacevole e quasi tutti la rifarebbero, nonostante sia
risultato faticoso per loro rimanere a scuola il pomeriggio.
Durante la fase iniziale di realizzazione del laboratorio le dinamiche di
apprendimento non sono state molto difformi da quelle che si verificano in atti-
vità curricolari; solo in un secondo momento, i vari gruppi di lavoro si sono
organizzati in maniera maggiormente costruttiva e, in tal modo, anche le perso-
ne con maggiori difficoltà in matematica8 hanno potuto contribuire rinforzan-
do la loro autostima e partecipando in maniera più attiva. Sebbene i tempi si
siano dilatati più del previsto, le numerose discussioni fra compagni e con l’in-
segnante sulle problematiche emerse hanno rafforzato le conoscenze anche
negli studenti più deboli, che hanno sicuramente tratto giovamento da un
ambiente informale, con stimoli positivi e nel quale non hanno sentito il peso
della valutazione. Va sottolineato, però, che c’è stata maggior disponibilità a
conoscersi da parte dei ragazzi che da parte delle ragazze e che alcune dinami-
che fra queste non si sono affatto modificate in meglio.
Durante la giornata della manifestazione, i ragazzi, all’inizio, non sono sem-
pre stati chiari nell’esposizione, ma si ritiene che ci sia stata una forte compo-
nente emotiva, che poi si è trasformata in piacere di fare assieme e di raccontar-
si. Ho notato con piacere che le persone più timide si sono “ritagliate” un loro
posto all’interno dei vari gruppi e, fra queste, uno studente, in particolare, ha
vinto la sua forte emotività e timidezza e ha accolto lui stesso per primo le classi
visitatrici; egli scrive: “Ho avuto difficoltà nelle spiegazioni, perché i visitatori
mi mettevano a disagio… ma poi mi sono fatto coraggio”.
La maggior parte dei ragazzi è concorde nel ritenere che la maggior soddisfa-
zione si è avuta con classi di visitatori di scuola elementare; ovviamente il gruppo
che proponeva la dimostrazione della formula di Eulero si è sentito maggiormen-
te coinvolto con le classi di scuola media superiore, ma è cosciente del fatto che
spesso i loro coetanei non sono interessati ed è piuttosto difficile coinvolgerli.
Si riportano di seguito alcune riflessioni degli studenti:
Questo progetto ha aiutato la mia classe a conoscersi meglio… abbiamo infat-
ti cooperato, ci siamo aiutati a vicenda e abbiamo costruito tutto da poche fonda-
menta, non avendo le risposte pronte ma ragionando…
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Pensavo che sarebbe stata un’esperienza costruttiva, ricca di novità ed in effet-
ti questo progetto mi ha attivato…
Mi sono accorto che il metodo di apprendimento è molto immediato, poiché
fatto in maniera del tutto autonoma ed assidua.
Durante entrambe le giornate ho percepito una certa solidarietà tra compa-
gni e anche un’unione che in genere tra noi non c’è… nel complesso mi sono molto
divertito e anche molto stancato!
Abbiamo appreso molto da questa attività: l’importanza dell’organizzazione
e dell’affiatamento oltre all’impegno richiesto per spiegare in modo coinvolgente
gli argomenti proposti… l’esposizione è stata estenuante!
Mi è piaciuto trovarmi dalla parte dell’insegnante: questa esperienza mi ha
aiutato a capire quanto è importante la partecipazione delle persone che ti ascol-
tano e quanto è difficile e stancante ripetere sempre le stesse cose
Unica pecca che ho trovato è stata la mancanza di tempo: una volta che
cominciavo a divertirmi a parlare e trasmettere la mia conoscenza a qualcuno,
quando mi appassionavo, avrei voluto andare avanti ed entrare nei particolari
per coinvolgere di più i visitatori, ma il tempo a disposizione era limitato…
E per concludere:
Se dovessi fare da portavoce per tutti, direi che ci siamo molto divertiti ed
entusiasmati anche e soprattutto durante i piccoli momenti di gloria che ognuno
di noi ha avuto… È stata [l’esperienza] per ognuno di noi una sfida e una vittoria! 
Note * Liceo Scientifico Statale 
“G. Galilei”, via Mameli, 4, 
I-34100 Trieste
e-mail: pao.ga@libero.it
1 D’ora in poi, NRD.
2 Anno scolastico 2007/2008: la
classe è una classe sperimentale
PNI (Piano Nazionale Informatica)
e studia la fisica fin dal primo anno.
E’ composta da 19 studenti, di cui 13
ragazzi e 6 ragazze.
3 I materiali sono stati reperiti
presso la Biblioteca del
Dipartimento di Matematica e
Informatica dell’Università di
Trieste, presso la Biblioteca del
Liceo Scientifico “G. Galilei” e
presso la piccola “biblioteca scola-
stica” di cui dispongo. 
4 Il materiale, reperito in rete dai
ragazzi, proviene da siti web non
sempre affidabili.
5 Si tratta della ben nota formula: 
V + F = S +2, dove con V si indicano i
vertici, con F facce e con S spigoli di
un poliedro.
6 Materiale acquisito nell’ambito
del Progetto Lauree Scientifiche per
la Matematica, Unità di Trieste.
7 Qui venivano anche esposti gli
aspetti filosofici studiati.
8 La classe ha un buon profitto in
matematica: solo il 16% degli
studenti fatica a raggiungere la
sufficienza.
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